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7�	�	�δ �
�%�	!�"��1��2��!.�
�� ′ − = ( )* * �
! !

$δ ��(�	�	���	3���	�����"�	
�*
!
������	

��%!���
�
�	����!�"	������-���	.�"�����
	������	��%%�	%��	.�
�
�	��2
!
��!.

�	���������3�!���	������7!%�7��

� * - � 2 � * - � 2 �
! ! ! ! ! $ ! ! !

$= + = + ( )− − − − − −" " "  " " "	 δ S�� $ → ∞ L"�N

2 ! * ! � * ! * �
! ! ! ! ! $ ! !

$= + = + ( )	  δ S� $ → ∞ �

�2� �!� ��	� � ��!��� 
� ��
	3� ρ ρ- -�( ) = ( )� �!.� ρ ρ δL N-� -�
$ $

�= ( ) + ( ) 3
$ → ∞ 3�7�	�	� ρ �.	!��	
���	�
�	��������. 
�

,*����������*�$���*���$�������2������*�����������������������*����<������������
�<������ ��� ����� ��� �*��� ��� �*�� ��������&� ������� ��&� ������������ ��� �&&�����	� �*�
����2��������*���������������������2������<�����&�@��$�����*��������*����������&
������	���&	������<�&� ! 	� �*�����$����@��&�������������������$��*� $ ��-�$���	
����� ��� �*�� $�@�� ����&� ���� ��� ��� ��� �*�� ����&� ��� �*�� ����<������ �&������� ��
��������$��*�&�������� ��������������&���@���*�����&����� �*������<�������	� ����	� �*�
�������&������*�����	��������������������� $ �

?��$���� ���� ��� �*�� &����������2��$���� �*�� �������� ���������&� �*�� ��<�����
�����������*��J��K�$����@��$*���������������*�����&������*�������������������
���������*�������*���&���&���������,*����������2��������&�����*�����

* - � 2 * * � * � *
! ! ! ! ! ! ! $ ! $

− = − ′ = ≤− − −" " "   	 	

$*��� ∗ � &������� 2��*� �� ������ ���� ��� ,
, � ��&� ���� ���������&�����<� ���	� ����	

/ /�
�

=
=

��<
"

���� / ,∈ ×, , ��,*���������*����*������;�&�2�� �
! $	 ���&��*��������

�*����������2���������&�����&�����2�������������2���&������*����������������������
! ���&� $ �

��� �&&������ ��� �*�� ���&�� ��� �
! $, 	� ��� �&�� ��� ���&�� �*�� ����������� ��� �*�

��������&� ������� ��� &����2�� �*�� &�������� ��� �*�� �������� ������	� $�� $���� ���
��������������*�������������$*��*	������&������*��������������������������2�����
����*����<������������	�����*������;�&�2���*��=�������

�
! $

! $

!

,

,=
′

�

Π
�


�����$�������������&�����*�����$����@��$*���������������*������������������	
�*�� ������� ���� ��� ���������� �*�� ��� ��� �*�� "����� ��� ,

, 	� ����	
4 = + + +& & &

," � L � ��&� ���� ���������&� ����<� ���� ��� ,
, ,× 	� ����	� /

"
� ��� �*�



. 5 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

��<���������*��"���������*������������� / ��-�$���	����$�@�����������������&
$*���$�������*�����2��� ∗ �$�����������������*��"	�����&�∞ ���������, , ,× �

M���##3#�+3B0�

,*�� ������������ ��� �*�� ������� ��� �*��� 
������� ��� ��������&� ��� 2�� ������� ��

2���������� ��&� ����������	� ��&� ��� �*�� ���*��������� &���������� *��� 2���� @���� ��� �
���������,*��%����&�<���������	������*��$��*��*������������*��������	����������*�
���*����������&����2�*��&��*��&�������������*��2���&��

6�����������&���*�����������������	�����	� - -
!

= 	� � �
!

= �������� ! 	�����&����

���������� �*�� =����������� 2�*����� ��� �
! $	 �� 7���������� L�N� ���������� �*��� ��� �*�

����<����������&�$��*��*����������&��������*������������&������$��L�����*��*�N
�*��������*������&�����*����������&��������*����<���������������&	��������������*

$ 	� �*���������� ��������,*�����	� ��� ρ -( ) < "	� �*����������������2��*� �*����<�����

��&��*��������������������&�����;���$*��� ! → ∞ ���&	������=������	��*����� �
! $	

$���� ����� ���&� ��� ;���� %����������	� ��� ρ -( ) > "� �*��	� ��� ����� �����*� $ � �*�

��������������2��*���&�������&��������������$*��� ! → ∞ ��
�����$�����&�������$��*��
���������������������	�$���<������*�����$����@��������*��������������2����������&
��� ����� ��&� ��� ���&� ��� ����������,*���=�����������2�*����� ����������&�2����������
�������������,*��=�����������2�*���������*������������������������2��������&�����2�
����	�����������������������	����
�������:�

,*����<������������&�������������2���&9
���3�"� �������)	�� 
�.	�!	

β9 ���=
!

!
!- � E�φ

$
!

! !

$

!9 ��� L N= −- � � � L".N

(�	!�7	����	3��������� ! ��!.� $ 3

�
! $ ! $

! $

!

�	 	 9≤ = +






−












" " "β
φ
β

L"MN

�!.�
����	��	����	�	����� �
! $	 ��	��	


� �
�

! $ ! $

! $

!

	 	

	9≤ =
′

"

"

Π
�

����5���
���%����&�<�
0�����*�������&������2������*����������2���&	��*���������L".N������2���������

,*��������������������������������������*����2��=����������������6�����5�$������&�
��������������&���������������*��������������2���������

6����������������������������=������������*��*��&����2���&��
! $	
" ������*����@����

����������� ���� ��� �����&�� �*�� ����������� ����9� $�� ���� *���� �� ���������� ��� $*��*

ρ -�( ) < "� L��&� �*������ ρL N-�
$ < "� ��� ����������*� $ N� ��&�*�$���� -� > "�

,*�����	��������������*� $ 	� Π
!
$L N ���&� ′Π

!
� ���&����;���$*��� ! ����&�������������



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 . !

��&	� �����=������	� ��� &���� �*�� ��� �
! $	 �� -�$���� �*�� =�������� �

! $	
" � ���&�� ��

��������	��*���������������������2���&���������������������������<�����	�����������
����*��@��*����*�����������������������*��6�������������&������
������������$��$�@�$��*

�*��"����	���@��
< = < �

� =

�
"

� �
�

�

� �

"
+
+

> ���&� <"
" 	� <"

����&��*�����������������������������*

���;���
��� �&�� ��� �2����� �

! $	
" � $�� ���&� ��� ���������� �*�� ��$��� �

!

$ � ��� ���� ! �� ,*�

�����$���� ������ ������ ������ 2���&�� �
! $

�

	
" � ��&� �

! $

"

	
" � �*��� ���� 2�� �2�����&� $��*���

�������������*������$���
���3�"� ���������2�<���	���� !��!.� $ �7	����	

- � � - � � - � �
! !

$

!
! !

$

!
! !

!

$

L N− ≤ − ≤ − L":N

�!.���	�	���	3���7	�.	�!	

�
!

!
= ��� - S� γ = −���

!
!

!� � 	 L"4N

�������7


�
! $ ! $

� ! $

!

�
�

	 	 9≤ = +






−












" " "β
β

γ L"/N

� �
�

! $ ! $

� ! $

�

!

	 	

	9≤ =
′

"

"

Π
�

"2�)	�� 
��

 �	������ �

!L N �
�.�%�!��&�"�	3�����	���� !��!.�	����  == " �	 	 ���	 3

!���	������ � 6 6
   
! ! ! !L N L N L N L N= −Σ "

�7�	�	� Σ

!L N �
���.�%�!�������-��(�	!

- � � -
! !

$

!
! ! =

$

!L N L N− ≤ +τ λ " L"5N

7�	�	�τ
!

 =
 
! !9 ��< L N L N

	 	
= { } >

=

−

"

" "
K

6 6 ��(�	�	���	3�%�	!�1��2��!.�.	�!!%

τ τ9 ���=
!

!
L"!N

7	����	3��������� ! ��!.� $

�
! $ ! $

" ! $

!

�
�

	 	 9≤ = +






−












" " "β
τ
β

δ L� N

� �
�

! $ ! $

" ! $

"

!

	 	

	9≤ =
′

"

"

Π
�

�2� � � �
! $ ! $

�

! $

"

	 	 	��� 	" " "≤ { }��������� ! ��!.� $ �
.2� λ

= !
!!+ ≤ −"L N � � � �������� ! ���
�����!
	= 	!�	3� �� $ � 
� ���%	�	!� %��
�� ����

τδ γ$ $≤ 3���	!�� �
! $

"

! $

�

	 	
" "≤ ��������� ! �

����5���
���%����&�<�



." 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

0���� �*��� �*�� ��� 2���&� �
! $

"

	
" 	� ���*���*� 2����� �*��� �

! $

�

	
" � ��� ����� �����*� $ 	

���������&��������;�����*��&��������2���@����� �
!
���&�����*��������������������&���

�2������*��� �
! $

�

	
" ��+���&� �

! $

"

	
" � ���������������=�������������������&���*��&������������*�

���������������*����2&������������������������*�����������*����*������;���*������
&��������� 
����� ���� &��������;�2��� ����<� ���� 2�� &��������;�&� 2�� ��� ��������� ��
�������	�2���&��

! $

"

	
" �$����&����&�����*���*���������*��6


!L N �

0�����*����*��2���&�� �
! $	
" 	� �

! $

�

	
" � ��&� �

! $

"

	
" �����*���2��������������2�����������&

&������� ��� �������� �*��&������� �*����2�����-�$���	� ����&�� ����2����� �*��2���&�
�

! $	
" 	 � �

! $

�

	
" � ��&� �

! $

"

	
" � ��� �*�� �������� ��	� ��� ��� ��������� ��� @��$

′ = − − −Π Π
! ! !

!- � !" " "  	� ����	� ��� ���������������@��$�2����*��&��*��2�*���������*�

����<���&���������*����������&��������
?��$������$������������$����2���&�� �*��	�����*�$�� ���
�������:	�����&���

2������������������� �*����� �*��� �
! $	
" � ����������������������������� ����&&�����	���&

����@������*����������2���&�� �
! $	
" 	� �

! $

�

	
" ���&� �

! $

"

	
" 	�$��$����2���2�������2�����2���&����

�*��������������*���&�������=�����*��@��$��&�������*��&������������*����������&
�������

�������������������������	��������&�������������

� - � 	
!

!

!
!�= [ ] = ≥αβ 9 S��7 - � �

! $

! $

! !

$

!.	
	 9 L N= [ ] = −αβ

��&���$���������<�8
! $

! $
7	

	= [ ]αβ �2��������2�

7

.

�
�

�

! $

! $

!

!

!

αβ

αβ

αβ
αβ

αβ

	

	

9=
≠

=









���  �

���   

� L�"N

��� �*�� ����� �����	� ���� ��� ������������ �� ��������� ����� ��� �*�� ������� ���������
&�����&� ���
������� �� ���$*��*�$��$���� �2����� ������� �*���$���� 2�� 2��*� �*���� ��&
����������2�����

7�5��� ������� �+	�7��� 
��� �����������	

� 1?2����.
�7�	!������	
� -
:
!L N � ��	


= ��	��!.�.�%�!�����������  : =	 	 	∈{ }" K ��!.����� ! �

0�����*������&������L-N�*��&������*��6�������������&������
����������(�����	����
�*����������������*���*����2����&�������&�����*����������$�@������*������&�������*��
�=��������L
l��*�;�	�����	�"!!:S�
��;���&�+����&�����7��	�"!!5	�"!!!N�

0�$	� ������ ���&������ L-N	� $�� ���� ��������� �*�� ������������ ��� �������� 8
! $	 �

��&��&�$��*���9
0���������)	�� ! ��!.� $ �"	��-	.��!.��	�� 
��

 �	�������	

�1?2�
�2�;���-�8

! $	 ���!�"	��"��!	.��


7
�

�

! $

!

$

!

!

!

!

αβ

αβ

αβ

αβ

αβ

	 9

L N

L N=
−

≠

=









� �

�

���  �

���   

� L��N



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 .""

�!������ ���3�����-� 8
! $	 � .	�	!.
� �!��� �!� �

!
� �!.� �!� ��	� ����	�!� ��� !�!�&	��

	�	�	!�
����-
!
3��	�3�8

! $	 �
�!.	�	!.	!�������	���� 	������	�!�!�&	���	�	�	!�
����-!
�

"2�;��	��	�3� �� � �
!

$

!≠ � ��	!� 8
! $	 � .�	
�!������	���F.	�!�	�
%!G3� �	�3�!	��	�

8
! $	 �!��� −8

! $	 ���	�!�!�!	%���	������	
�

����5���
���%����&�<�
0�$	��������2���σ

;
$L N	�σ

�
$L N �2��&�����&���������$�

σ
;

!
! $

$L N9 ��� ��< 	= ( )8 S�σ
�

!
! $

$L N9 ��� ��� 	= − ( )8 L�.N

$*��	����������<� / 	� ��</ 	� ���/ �&�����	������������	���<�������&��������
��� �*�� ������� ��� / ��0���� �*��	� ������ *����*����� L-N� ��&� �<���&���� �*�� ������� ����

� �
!

$

!= � ��� ���� ! 	� 6����� :� ���������� �*��� 2��*� σ
;

$L N� ��&� σ
�
$L N � ��� ��������

���2���
,*����<�����������������&����������&����2���&���&	�����*�����������������	

����������*���2��$�����*��&������������������������*������������&��&���&���������
���3�"� ���������2�<������� ! ��!.� $ �7	����	

�
! $ ! $ ! $ !

� �	 	 	9≤ = ′� � Π L�MN

7�	�	

� $ $
! $ ;

!

�

!

	 9 ��< L N 	 L N� " " " "= +( ) − − −( ){ }σ σ� � � L�:N

"2� �!� ��	� � ��!��� 
� ��
	3� �� 7	� .	!��	� "�� λ
$
� �!.� λ � ��	� 
�	������ ��.� ��

�����	
�-�
$
��!.�-��	
�	���	��3�7	����	

λ λ σ σ λ
$ ; �

$ $− ≤ { }��< L N	 L N L�4N

�������� $ �

����5���
���%����&�<�
0�����*���L�MN��*�$���*��� �

! $	
� � �����2���&�����*��������������(�����	������

*����*�����L-N	� �
! $	
� ������&����&��������*������������*������;��������������*���������

&���������*�����$�&��������
%������*����������2���&��

! $	
" 	�����&������2������

! $	
� ������������������������������*�

��$��� �
!

$ �������� ! ��,*�������$������������������������2���&��
! $

�

	
� ��*�������2�����

��������2�����&�
���3�"� ���������2�)	��υL N$ �"	�.	�!	.�"�

υL N9 ���
��<

���
$

!

!

!
!

!
!

$

= ( ) −











+

-

- �

� �
"

L�/N

7�	�	����+ �.	!��	
���	��!� �������	���
��	�	!��	
������	�����	
��!.!%�����-�
(�	!�7	����	

��< L N	 L N L Nσ σ υ
; �

$ $ ${ } ≤ L�5N

�!.���!
	= 	!���



."� 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

� � � $ $
! $ ! $ ! $

�
! !

	 	 	 9 ��< L N 	 L N≤ ≤ = +( ) − − −( ){ }� � " " " "υ υ� � � L�!N

"2�;��	��	�3���������	

�1?2����.
3�"� !.� �
! $

�

	
�
���!�"	������	.�"��.	�!!%

υ
?

!

!
!

$

!

$L N9 ���
���

=
−













+

� �

�

" L. N

7�����	��	
�υ υ
?
$ $L N L N≤ 3�!.��	����!%�υL N$ "��υ

?
$L N �!�1�H2�

����5���
���%����&�<�
�������	��*�������$������������������������������&������������������� β 	� φ

$
	� � 	

γ 	�σ
;

$L N	�σ
�
$L N 	�υL N$ ���&�υ

?
$L N ����2���������

0�����'����

 �	��������	�!�!�&	���	!��	
���������	
� -
!
��!.� �

!
���	�"� !.	.

�7��������&	����!.�!�!��3��	�3���	�	�	-
����
��	���!
��!�
� ε 3� 4 3� ′ε ��!.� ′4 �
 ��

������������� ! �7	����	

���+ ( ) ≥-
!

ε S�� min+ ( ) ≥ ′Pn ε L."N

max Mn K( ) ≤ S�� max Pn K( ) ≤ ′ �

(�	!3������!����� 	���� $ 3���	�
 ��	������1�I23�1��23�1�'23�1�02��!.���	�
 ��	� �

�!.�!�� �����1��2���	��!�	�

����5���
���%����&�<�

:��0B(�#��%6�
�(B6%,�30

����&�� ��� ���������� �*�� ���� ��� �*�� 2���&��$��*�����2�����&	�$�� �*�$� ������

����������������������������&���� ��� �*��6������ �������&������
���������� ���������
�*�� ������������$��&����$��*� �*�� ����������� ����� ��&�$�� ������� �*�� "����� ��� �
�����������*������<��������

����������6�����*������*����
�!3$� ��� �� ��������� ��� ����� ��
&�������� ������� ��� $ �� ,*�
������������������ �*���� �����&
��&��L.�N�

��� �*�� ����� �����	� ��&� ����&���� ��� �*�� &���������� ��� 
������� M	� ��������
������������ ���2����� �*��� �*�� �2������� ��� $�� ��@�� ���&�� ��� ;��� �� ��������



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 .".

&����&�������$*��*�� ρ -( ) < "��� ρ -( ) > "��3���*����*��*��&	�������������������

�����������*����*�$���*��	���������������$*��*�� ρ -( ) < "��� ρ -( ) > "	��*���������

�����$������$��$��*�������������������*����������� ! �
��� �&�� ��� ����� �*�� �������� ��� �*�� &�������� 2���&��$�� *���� �2�����&	� ���� ��

�����&�� ����� L%N� �������&���� ��� �*�� �����$���� �������������� ��� �*��&������*��
��&�����������������

�"  M= � E�� ��  := � E�� ="  /= � E�� =�  .= � ��E�� <"
"  .= � ��E�� <"

�  �= � L.�N

<�
" �= ��E�� <�

� .= ��E�� �"
"  M= � ��E�� �"

�  4= � ��E�� ��
"  �= � ��E�� ��

�  .= �

���$*��*� ρ -( ) = " .� ��������"��*�$���*����������������*������������� �
! $	 �$��*�����

��� &�������� ������� ��� $ �� 
����� ��� ������� ��� ��������������� $�� *���� �*����� �
������*������������� �*������0���� �*��� �*���������������$��$��*� �������� ����
�����*� ! �

���������*�$���*���������������&��*��&��������2���&������������&���&�����*�
���������������������������$*��� $ = :�

?�� ���� ���� *�$� �
! $	
� � *��� ��� ����������� ��$�*� ���� ������� ��� �*��� ��� �*�� ���

����������� �
! $	 ��3�� �*��������	� �*��&����������2��$���� �! $	

" � ��&� �
! $	 � ��������

��������������$��*�������0����������*��� �
! $	
� �$�@��2������*��� �

! $

�

	
� �

���������6�����*������*����
�!3$� ��&� ��� �*�� &�������� ��
2���&�� ��� �*�� �������� ������
&�����&�2��L.�N���&�$�W�:��#	�+"	
+"�	�+"2	�+�	�+�������&�����!3$	
�

! $,

" 	� �
! $

�

,

" 	� �
! $

"

,

" 	� �
! $,

� ���&� �
! $

�

,

� �

?����$������&�������L+N	��������&��������*�������$�������������������	

$ = :S� �"  M:= � S�� ��   := � S�� ="  .= � S�� =�  M:= � S�� <"
"  5= � S�� <"

�  M= � L..N

<�
"  := � S��<�

� �= S�� �"
"  := � S�� �"

�  4= � S�� ��
"  �= � S�� ��

�  .= �

��� $*��*� ρ -( ) = "  "� �� ,*�� �������� ��	� �����*�� $��*� �*�� &�������� 2���&�	� ��

�*�$�����������.�
B���@���������������L%N	���������L+N� �

! $,

" �����������<�����������������*������*��
�
	$!

� �



."M 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

������� ��� 6�����*�� ��
�*�� ��� �!3$� ��&� ��� �*�
&�����������2���&����
�*�� �������� ������
&�����&� 2�� L..N�� � #	� +"	
+"�	� +"2	� +�	� +��� ��
&�����&������������

����*���������������	�2���&�� �
! $,

" ���&� �
! $,

� ����������������������*�����������

�!3$��-�$���	� �*��� ��� ����������� ���$*��*� �*��2���&��$��*����2����� ����&��=����
�*�������������������!3$����&��&	�������<�����������*�����������&��������*��������
���������L.MN���&�L.:N����$*��*�$��*���	������������	��������M���&�:9

$ = :S� �"  M:= � S� ��  M"= � S� ="  5!= � S� =�  "!= � S� <"
"  �/= � S� <"

�   "= � L.MN

<�
"  5:= � S�<�

�  != � S� �"
"  �5= � S� �"

�  5= � S� ��
"  ::= � S� ��

�  5= � S

������� ��� 6�����*�� ��
�*�� ����!3$ 	� �! $,

" � ��&

�
! $,

� � ��� �*�� �������

�������&�����&�2��L.MN�

$ = :S �"  .!= � S ��  :M= � S� ="  M = � S =�  . = � S� <"
" "= S� <"

�   �= � L.:N

<�
"  .�= � S<�

�  .�= � S �"
"   "= � S� �"

�   "= � S� ��
"  "= � S� ��

�  "= � �



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 .":

������� ��� 6�����*�� ��
�*�� ����!3$ 	� �! $,

" � ��&

�
! $,

� � ��� �*�� �������

�������&�����&�2��L.:N�

4���30�6B
�30
3��$�@�����$������������������2��*��*���2���������&��*�������������$����@�

$*��� ����������� �*�� �������������� ������ �����������������&����$��*� �$�� ����
�������� ��� �*��� $��� �*�� ��&���� ���� ����� ����� �����*�� ����� �*�� �������&�� ��� �*�
����<���������������&�����*���&�������������*���&���

���*�����*���$�������2���&���2�����&����������$�@�2������*����*����*���������
������������,*�����	��*�������<��$����&�������$*��*������������������*���������������
(�����	�2��*�2���&������2�� ���<�&� ����&�� ��� ����������� �*���������������� ��� �*��
$��� $�� ���� ��������� �*�� ������������ ��� �*�� 2���&�� ��� �*�� ����� ��� ������� ����
���*������

%�� ������ �����2������	� $�� ����� ��� ��������� �*�� �������&�� ��� �*�� &���������
2��$�����*������������&���������&������������$��&�������������<����,*�����������*��
�������&�������������������&���������$�����*��������*����+����&�����7���	�����
L"!!!N�� ,*�� �����&� ��� �*��� ��� �*�� �������� ��2I����&� ��� ������������� ����*��������
L
��;� ��&� +���� &�� ��� 7��	� �   N� $*��� ��� $���&� 2�� ����������� ��� �2����� �
��������*��� 2��$���� �*�� ����*������ ��$�*� ����� L,��I���@�	� "!! N� ��� �*�� �������
��&��*����������&���������

%77�0��\
����5� �5� ���3�"� ���� ��� � ,*���*���� �*�� ��2��=����� ������ $�� $���� ���

������&��� �*�� ��������� ��� J��2�&&�������K� ��&� J��2����������������K� ��� ��&���&
����<� ��������$*��*� �*�� �����"	� �� ��&� ∞ � ������������ ������� ��� �*���$��	� �*�
�������������L��&���N������������ ��� ��$�����=���� �*����*������L��&���N���� �*�
���������*������������&�������&�������

6��� ! ���&� $ �2����<�&���&�����/ - �
! !

!9= ���&� 9 - �
! ! ! $
9 	= ��,*��

Π

Π
! $ ! ! ! !

! ! ! ! $

	

	

= +( ) +( ) +( )
= + = ′ +

− − − −

− −

/ 9 / 9 / 9

/ / / �

" " � �   

" �  

L

L L�������



."4 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

$*��� �
! $	 � ������������ � "! − �������&������*������ : : :

 −" "L �$*��	�������*�	

: / 9
  

∈{ }	 ��<���&�����*������� : /
 

= ����������?��&�������������2���&�����*�

���� ��� �
! $	 � 2�� 2���&���� �*�� ���� ��� �*�� ���� 2�� �*�� ���� ��� �*�� ���� ��� �*�

������&����&	�������*�����*�� � "! − �������&�	��*����������*����&���� : : :
 −" "L

2�� �*�� ��&���� ��� �*�� �������� �*�� ��������0�$�$������ �*�� ����� �*��� /


≤ β � ��&

9
 $

≤ φ ���&�$�����������2����

�
! $

!

$

!

$ $

!

$

!
! ! $

!

! $

! ! !

!

�

	

	

≤






+






+ +






= +( ) − = +






−












=

− −

" �

" "

" " � �

"

β φ β φ φ

β φ β β
φ
β

L

��������

���&����&�
����5��5����3�"� ���������N������������*���$�&�������

� � � �
!

$

!
!

!

$

− = −( ) � L.4N

��&��&	������&����2�� ��&������� ��� $ 	� �*�� ������ ����2������ ��� $ = "���&	���������

� � � �
!

$

!
!

!

$

− = −( ) � �*�� � � � � � � �
!

$

!
!

!
!

$

!

+ − = −( ) −( ) ="
� � � �

!
!

!
!

$

−( ) −( ) =

� �
!

!

$

−( ) +"

� $*��� $�� *���� ���&� � � �! ! != �� 0�$� L":N� �����$�� ���� �*�

��2������������������������<��������&	�����������=�����	�2���&�L"/N������$��&������
����L"MN�

L2N�6��� ! � ��&� � 2�� ��<�&���&� ���� ��� �������	�$��*���� �����������������	� �*��� �*�
������������ ��� Σ


!L N � ��� �&��&� 2�� &��������� ��&������ ,*��

Σ
  , 
! .�% ! !L N L 	 L N	 	 L NN= " �α αK � $*��� α

:
!L N < "� ��� ���� : ,


= �	 	K ��(�����	

�������*����*����&��������������������� �

!L N ����������&�$��*�"���� .


!L N � ��&� �


!L N

��&� � .


(


! !L N L N = "� �*��� ��� �����$�� � . � 6 6

 

(

 
! ! ! ! .�% !L N L N L N L N L 	 	 	 N L N= = −"   "K

��&������=������	�&���������*�� $ ��*���$����� �

!L N ���&�α

:
!L N �2�� �



$
!L N���&�α

:

$
!L N

�����������	

� � 6 6

6 6



$


 

$

, 

$



 

! ! ! .�% ! ! !

! .�% !

( ) ( ) ( ) ( , ( ), , ( )) ( )

( ) ( , , , ) ( )

− =

−

−

−

"

"   

�
"

"

α αK

K���������������������

= −
6 6

 

$

, 

$


! .�% ! ! !L N L 	 L N	 	 L NN L N �

"α αK

����*��

� � 6 6

6 6



$


  

$

, 

$

  

$

! ! ! ! .�% ! !

! ! !

L N L N L N L N L 	 L N	 	 L NN

L N L N L N

− ≤

=

−

−

"
�

"
�

 α α

α

K

�����������������������

$*���$��*�������&��*��������*������ ∗ ������������*��"	�����&�∞ �����<�����	��*����*�

���������&������������<�����*����<���������*����&���������*��&�����������������



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 ."/

%����������	��*�����������2���@�&������������<�����*����<���������*�����������*�
&��������2���@����&���

� � � � � �

6 6

!

$

!

$

=

$

=

 =
  

$

.�% ! ! ! !

! ! !

− ≤ − −

= { }=

−

( ( ) ( ), , ( ) ( ))

max ( ) ( ) ( )
, ,

" "

"

"
�

K

K
�������������� α

≤ { } { } =
=

−

= +��< L N L N ��< L N L N
	 	 	 	 =

 
 =



$

! =

$

! ! ! !
"

"

" � "K K
6 6 α τ λ 	

��&� ��� L"5N� �����$��� ,*��	� 2���&� L� N� ��� �� �����*���$�&� �����=������ ��� L"MN�
�������	�������*�	� 6 6

 
! !L N L N−" � ��� �*�����&���������2����� 6


!L N 	���&��������*�

���&���������2����� ������<� ��� ��$������������ �=���� ������� L-�����&� '�*����	
"!5:	����..4N�$��*����τ

!
≥ "�

L�N�32�����������*�����������L�N���&�L2N�

L&N�,*�� �������� �&������� � �
!

!− � ��� ρ λ� �
!

!
=

!−( ) = +"L N � ��&� ������ ρL N/ /≤

��������=��������<� / ���&�������&���&�����<�������������$�� λ
= !

!!+ ≤ −"L N � � �

,*���������*��������$��&�������
����5� �5� 0����� ��� �N� ,*�� ������ ������� �����$�� ��@���� ����� �������� �*�� 2���@

�������� ��� �*�� �������� ��&�� �����&�������� 6��� ��� &�����

� � �
: :

��

:

$

:! $ � ! $ ! !L 	 N L 	 N 9 L N L N= [ ] = − � ������*� : == "	 	K ����������*��2���@��������

��� �������� -
!
	� �

!

$ � ��&� �! 	� ����<� 7 - � � ,
! $ ! !

$

!

! $ , ,
.	

	L N= − = [ ] ∈ ×
αβ � L����

� - � ,
! !

!

! , ,
�= = [ ] ∈ ×

αβ N� ���� 2�� �*���*�� ��� ��� 2����� �������&� ��� = �� 2���@�

7 - � � - �
: :

��

: :

$

:
: :

! $ . ! $ ! ! ! ! ! $L 	 N L 	 N 9 L NL L N L NN L N L 	 N= [ ] = − = � L����

� - �
: :

��

:
:! � ! ! !L N L N 9 L N L N= [ ] = NS�  : =	 	 	= " K ��%����������	�����<� 8

! $

! $
7	

	= [ ]αβ ����

2�� �*���*�� ��� ��� �������&� ��� =
�� 2���@�� 8

: :

��
7 ! $= [ ]L 	 N 	�  : =	 	 	= " K �� 6��

 : =	 	 	∈{ }" K � ��&� � � ,


	 	 	∈{ }" K 2�� ��<�&�� 
����� - ,
: :

�� ,  , ! ; !L N L N= [ ] ∈ × � ��

&�������	��*��� � ! ; ! � !
:

��

:

��

:

��

L N L N L N= ���&� . ! $ ; ! � ! $
:

��

:

��

:

��L 	 N L N L 	 N= ��0�����*����*������

�*����*�� � : !L N����������������������������� � !
:

�� L N =  ������&��������� ; !
:

�� L N ��,*��	�2�

&����������L�"N�$��*���� �*��� � !
:

�� L N =  � �������� 7 ! $
:

�� L 	 N =  ��(�����	� ��� � !
:

�� L N ≠  

�*��� ; !
:

�� L N ≠  � ��&� 7 ! $
; ! � ! $

; ! � !

� ! $

� !
:

�� :

��

:

��

:

��

:

��

:

��

:

��
L 	 N

L N L 	 N

L N L N

L 	 N

L N
= = �� #������ L��N� ��� �*��

����&�

2N�%���&������� �*��&������������� 8
! $	 	���&���@����������������� �*�������<� �! � ��

������������	� ��� ��������� �������� �*�������*�� � �
!

$

!− � ��� � �!
!

$− � ���������������

���������
����� � � � � � �
!

$

!

$

=

$

=.�% ! ! ! !− = − −( )" "L N L N	 	 L N L NK �$��$����&����$��*��*�

&��������2���@���6���  == "	 	K �2����<�&��?����������*��� � �


$

! !L N L N≥ ���&�$�������*



."5 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

�������&��������(������� �


$
!L N� ��&� � !L N������������� L�*������ ��&���2��N���&	

��� 2��*	� �*�� �������� �&���� ��� �=���� ��� �����0�$�$��$���� ���� �*�� �����$���� �����
L-��� ��&� '�*����	� "!5:	� ��� : !N9� 6��� / 	� 9� 2�� ������������� ��&���2��� �=���
������������*���������;�����*��*��� / 9≥ ���&� ρ ρL N L N/ 9= ��,*��	���� λ ρφ= �� L N9 � ��

��� ����������� ��� 9� �*��� �*��� �<���� θ θ" 	 	K
,

∈, � ���*� �*��� 9 7/7= −� φ " � $*��

7 = .�% ,L 	 	 N� �� �θ θ" K ��0�$�$�� ������ �*��� �*�����$��*� / �=


$
!L N	� 9 �=  !L N� ��&

φ =  ���&�$��*��������������=������ � 7 � 7


$
! !L N L N= −" �����������������������<

7 	�����	� �


$
!L N���&� � !L N��������������������,*������2��*���������*�����*������

��������������&�����*������� �


$
!L N������2��"	 	 	���	 ��+����*��	������� .


!L N ��&� �


!L N

��	� �����������	� ��*����&� �������������������� �
!

$ ����������&�$��*������������"� �*��

������ �*�� ������;������ ���&������ � .


(


! !L N L N = "� �*��� � . �



$

 

(
! ! !L N L N L N= 	� ����	

� �


$

! !L N L N= �$*��*�����������2���2��*����*������,*������ �


$
!L N���������������*��

���=������� � !L N��%���������*��������*���������*������� 9 �=


$
!L N	� / �=  !L N���&

���������������������$���2������*��� � !L N���������������*������=������� �


$
!L N���&

�*���������������&�

����5��5����3�"� ���������N�?��&�����	�������� ! ���&� $ 	� � - �
! $

! $

! !

$
�	

	 9= [ ] =αβ ���&

�*���$��*����&�����������L�"N��*������ �!

αβ ≠  ��*��� N"L 		 $!!$!
7�� αβαβαβ += L[N��6�����

�*�$��*��� � �
! ! $

αβ αβ= ⇒ =  	 ���&�����*���<��������L[N�$����2������&������������������α

��&� β �� ��&��&	� ����<� � - �
! !

!= � L����� � - �
! $ ! !

$

	 = N� ��� �������&� ��� = �� 2���@�

- �
:

:! !L N L N �L����� - �
: :

$
! !L N L N NS�  : =	 	 	= " K ��
������������� � : !L N���������������

���� : 	��*������������*�������*���������� L 	 N� � ���� - �
:

:! !L N L N ����;����*����*����*��$���

-
:
!L N ������2��;�����&��*�������*���������� L 	 N� � ���� - �

: :

$
! !L N L N ���������;����,*��

� �
! ! $

αβ αβ= ⇒ =  	 �����=���&�

6��� ! � ��&� $ � 2�� ��<�&� ��&� ���� Π Π
! $

! $

	
	= [ ]αβ � ��&� ′ = ′[ ]Π Π

!

!

αβ �� 6��� ��� ��<

α β	 	 	 	∈{ }" � K , ��?������$���

Π

Π

αβ α β
α β

α β α β
α β

αβ α

! $

�!

!

� � �

�

�!

!

� � � �!

! $

� �

$

�

$

�

!

�!

!

�!

� � �

� � � 7 7 7

� �

,

,

, , ,

,

( ) ( )( )

=

= + + +

′ =

−

−

−

−

−

−

−

−

−

∑
∑

"

"

� "

"

"

 

"

"

� "

"

"

 

"

"

� "

"

"

 

"

"

" " "

L

L L

"" �

�

� "

"

"

 
�!

!

� � �

�

� �
−

−∑ L β
α β,

$*��� �α β	 �����*�������$�������������&�<��9

� � � � � � ,  !
! α β	 9 L 	 	 	 N9 	 	 S 	 	= = = −{ }−" � " " " "K K K �

,*�����

Π Παβ α β αβ
α β

σ σ! $

�!

!

� � � ;

!

;

! !

�

� � � $ $
	

	

L L NN L L NN≤ + = + ′
−

−∑ "

"

� "

"

"

 " "L



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 ."!

Π Παβ α β αβ
α β

σ σ! $

�!

!

� � � �

!

�

! !

�

� � � $ $
	

	

L L NN L L NN≥ − = − ′
−

−∑ "

"

� "

"

"

 " "L

����	

Π Π Παβ αβ αβσ! $ !

;

! !
$

	 LL L NN N− ′ ≤ + − ′" "

′ − ≤ − − ′Π Π Παβ αβ αβσ! ! $

�

! !
$

	 L L L NN N" "

���� $*��� Π Π Παβ αβ αβσ σ! $ !

;

!

�

! !
$ $

	 ��< L L NN 	 L L NN− ′ ≤ + − − −{ } ′" " " " �� 0�$� L�MN

�����$��2�� ��@��������� ��� �*�� ����� �<�������� ��&������� �*��	� ��� ��������<� ���
��&���&� 2�� ����������� ������ ���� L���$*��*� �*�� "	� �� ��&� ∞����������������
�����N�L-�����&�'�*����	�"!5:	����." N	� / 9 / 9≤ ⇒ ≤ � L / �&��������*������<

$*�����������������*���2�����������������*��������������/N�

2N� ��� �*�� ����� �����	� �*�� �������� �&��� ��� �������� -� � ��&� -� ������&�
L7���������� �N�� ���� L[N�$�� *���	� ��� �*�� ����������� ����	� � � 7

! ! !

αβ αβ αβ= +L N" � ���

$*�����������$�� � � $
! !

;αβ αβ σ≤ +L L NN" �������� L 	 Nα β 	� ����	� -� -�
$

;
$≤ +L L NN" σ ���&

������ / 9 / 9≤ ⇒ ≤ � L-��� ��&� '�*����	� "!5:	� ��� M!"N� $�� *���

λ σ λ
$ ;

$≤ +L L NN" 	 � � ��� 	 � λ λ σ λ
$ ;

$− ≤ L N � L[[N�� %����������� $�� *���

� � $
! !

�αβ αβ σ≥ −L L NN" � ���� $*��� ��� �����$�� -� -�
$

�
$≥ −L L NN" σ � ��&� �*��

λ σ λ
$ �

$≥ −L L NN" 	�����	� λ λ σ λ− − ≤
$ �

$L N �L[[[N��,*��&����&������������$������L[[N
��&�L[[[N�

����5��5����3�"� ������� � �N� ��� �*�� ����� ������ ���� ��� �*�$� �*��� ��� / � ��&� 9� ��
�=����������������*��������&���*��� /9 / 9≤ ��<

"
�L�N����&��&	

/9 /( ) = ≤ ≤∑ ∑ ∑
: � �:

�

� �:

�

�:

�

� � � � ���<

��&���� ��< ��< ��< ��<
: : :

�:

�

�/9 / / 9( ) ≤ =∑
"
�����=���&�

6��� ! � ��&� $ �2����<�&��+��&����������L�"N�$��*�����*��� ���α � ��&� β �������*��*��

�
!

αβ =  ��*��� 7! $

αβ
	 =  ������*������� �!

αβ ≠  �$������$���

7
.

�

$

! $

! $

!

! !

$

!

!
!

!

!
!

!

$

!

!

!
!

!
!

$

αβ
αβ

αβ

υ

	

	 ��<

���

��<

���

��<

���
L N

= ≤
−( )

( ) ≤ ( ) −

≤ ( ) − ≤

+ +

+

- � �

- �

-

- �

� �

-

- �

� �

"

"
��������������������

$*��� ��� �*�� �����&� ���=�������$��*�������&� L�N� ��&	� ��� �*�� �*�&����	� L.4N� ��&� �*�
��2����������������� ��� �*�� "�����<� ����� ���� �*�� ����� �<�������� $�� *���

�����< L N	
!

! $
$8 ≤ υ ���&	������



.� 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%

sup max sup max max , min

max sup max , inf min max ( ), ( )

, , ,

, ,

!
! $

!
! $ ! $

!
! $

!
! $ ; �

$ $

8 8 8

8 8

= −{ }
= ( ) − ( )


= { }σ σ

�*��� ��< L N	 L N L Nσ σ υ
; �

$ $ ${ } ≤ �� ,*�����	� " " " "+( ) − ≤ +( ) −σ υ
;

! !

$ $L N L N � ��&

" " " "− −( ) ≤ − −( )σ υ
�

! !

$ $L N L N ��&�����*��2���&�L�!N���$������$��&�����������L�MN

��&�L�:N�
2N�1����� *����*����� L-N�$�� ���� L��N� ��&	� ��� α � ��&� β � ��� ���*� �*��� �!

αβ ≠  	� ��
�����$�

7
! $

!

$

!

!

!

$

!

!

!

$

!

!

!
!

$

!

αβ
αβ

αβ

	
��<

��� ��� ���
=

−( )
( ) ≤

−
≤

−
≤

−
+ + +

� �

�

� �

�

� �

�

� �

�

" "

$*�������*�������&����=�������$��*�������&� ��</ /≤
"
���&	�����*���*�&����	�L.4N

��&� �*�� ��2����������������� ��� �*�� "�����<� �����0�$� �����< L N	
!

! $ ?
$8 ≤ υ � ��&	

����������������������*����������L�N	� ��< L N	 L N L Nσ σ υ
; � ?

$ $ ${ } ≤ �����$*���L�!N

$��*�υL N$ �������&�2��υ
?
$L N ������$������&�������

6�����	� ������������ υ υ
?
$ $L N L N≤ � ��� ���� $ ��6��� ! �2�� ��<�&��#������������ ��� �*�

��������6�����:�����*��2���@����������������<��
!
�$��*���

� ! ; ! � ! ! � !
:

��

:

��

:

��

:
:

��

L N L N L N ��< L N L N= ≤ -

�������  : =	 	 	∈{ }" K ���&� � � ,


	 	 	∈{ }" K ������*���$��*���

��� L N ��< L N��� L N ��< ��� L N+ ≤ ≤� - � - �
: :

:
!

:! ! ! ! �

0�$	� ������ ��� ������ L N
	

+ +=� �
!

 :
:
! � ��&� ��� ������ L N+ =� �!

:
: ! 	� ��� �����$�

��� ��< ���+ +≤� - �
! !

! 	�����	

��<

��� ���

-

- �

� �

� �

�

!

!
!

!
!

$ !
!

$

!
+ +( ) − ≥

−

"

"

��&��*�������������$��2����@�����*�������������2��*���&���
����5��5�0�����'�� �����*������������	�$����@���������7����������.����
��;���&

+���� &�� ��� 7��� L�  "N�� ��� �*�� ����� ��� �*��� ������ �*�� ���*��� �*�$� �*��	� �����

���&������� L."N	� �*��� �<���� ���2��� ′′ε � ��& � ′′4 ����*� �*��� ���+ ( ) ≥ ′′�! ε � ��&

��< �! 4( ) ≤ ′′ �L[N�


�������������=��������<������;�� , �$��*���� / /
"

≤ , ��< 	���&������������

,
, ,× � ��� �=��������	� ��� �����$�� &������� ���� �*�� *����*����� ��&� L[N� �*��� �*�

��=������� -
!
	� �

!
� ��&� �! � ��� 2���&�&� ��� ��������<� �����0�$	� ���� �*�



#�6�%+�6�,A�3��%77#3\�(%,��#��B�,�30�,��-0�)B�
 .�"

��2�������������������&���2�&&�������������&���&�����<�����	� - � - �
!

!
!

!≤ ���&

� � � �
!

$

!
!

$

!− ≤ + ���&�����*������������L"4N���&�L".N�����������

��� ��������*���$�&�����*��@��*������&������� �*�������$���������9� ��� / ,∈ ×� � � ��&
9 ,∈ ×� � ��� ������������� ��&� /9 	≠ 	� �*��� ��� ��� ���+ + +( ) ≥ ( ) ( )/9 / 9 �� ,*��	

���������&�������L."N���&�L[N�$��*���

��<

���

-

- �

� � � �
!

!
!

!
!

$

!

$

!

4

+ ( ) − ≤
′′

+( )
" εε

��&�����*����������L�/N�������������������	��*������������&������������L�.N���&��*�
�����������L. N�����������������υ υ

?
$ $L N L N≤ ���&� ��< L N	 L N L Nσ σ υ

; �
$ $ ${ } ≤ �

#���#�0��

%���	�7����&�#��+����&�� ���7���L�   N��(��*�&�����������������������2�����������������

&�����������������#��&���&�� �G%��&�����&���
��������&��7���	�
��������&�� �������.�.9
44:�4/M�

%���	�7�� ��&� '����7��������L"!!4�N���������������������������$�*���&���9��������������
��&����$���$�*��'���������,*���������+�������"5�9�!!�" 5�

%���	� 7�� ��&� '���� 7�������� L"!!42N��%���������� ��&� ��������� ��*����*������������;�&
�������9������������&���������%����+���*��������MM9�. "�."4�

%���	�7����&�#��#�������� L"!!MN��������<��������������&����$��*� �������&�������9����
��&���&���������������������%����+���*��������M�9�"""�".4�

+�����	� %�	� 6�� 
��;	� 7�� %���� ��&� #�� +���� &�� ��� 7��� L�  "N��6�������������7���������
(�&����$��*�,$��,����
���������������*��������������������9�%����������������%���
+���*��������M!9��4"��/4�

+�����	� %�	� 6�� 
��;	� 7�� %���� ��&� #�� +���� &�� ��� 7��� L�  �N��6�������������7���������
(�&����$��*�,$��,����
���������������*���������������������9�0���%���������������
%����+���*��������: 9�":�.5�

+���� &�� ��� 7��	� #�� ��&� ��� 
l��*�;� L"!!5N��%�������������*�&�� ��������������&�������
&���������&�����(��*�����������&���������(�&��������/9��.�.!�

+����&�����7��	�#�	����
l��*�;	�3��%������&�7��%����L"!!!N������������&���$��*�&������
&����&�������������������(��*���������+�����������":/9�!"�" !�

���$���	� -�� L�  "N�� (���<� ����������� ��&����� 
������ %���������� ����	� 
��&����&	
(�����*�������

�*����	� 
	� #�� +���� &�� ��� 7��	� '�� 7��(�����	� -�� 7����� ��&� 7�� %���	� L"!!5N�� 7���������
&����������&������� ��� ��� *����*����� �2�������� ���� ���$�@9� ��� ��������$��*�
����
�������%����+���*��������M49���.��.M�

-��	�#����&����'�*������L"!5:N��(���<�%������������2�&���B���������7���	����2�&���
�$���	�A�	�8��%�&��������&�
�%��6����� L"!5/N��%���������� �����&�������������� �9�7�����

�����������������������(�&�������./9��5/�. ��
7�������	� '���	� ��&� 7�� %���	� L"!!:N�� ����� ���������������������� ��� �� ������&���� ��&���

(��*���������(�&������&�(��*�&�����%�����&�
��������49��"/���4�

l��*�;	���	�#��+����&�� ���7�����&�7��%����L"!!:N��6�����&���������&����$��*�&�������

�������������%����+���*��������M.9�M4:�M/!�

��;	� 6�� ��&� #�� +���� &�� ��� 7��� L"!!5N�� 8���2���� ����������� ��� ����� ������� &������

���������%����+���*��������M49��/.��!/�

��;	�6����&�#��+����&�����7���L"!!!N��8���2�������������������������&���������������&���

(��*���������+�����������":/9�"""�"M4�



.�� 
%0C�%0��+#%83����6%�7%##%


��;	� 6�� ��&� #�� +���� &�� ��� 7��� L�   N�� ,���� ������� ��� ����*������ ���������������&����
0��������%�������9�#����?��&�%������������"9�5!�"���


��;	� 6�	� ��&�#�� +���� &�� ��� 7��� L�  "N�� ,���� ������� ��� �� �������������� ������ &������
��&����(��*���������(�&������&�(��*�&�����%�����&�
��������""9�"� .�"�.:�

,��I���@�	� 
�� L"!! N�� 7���������� ��������� ��� 8���2��� ������������� 
������8����	
+�����


